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1. Sissejuhatus.

Thomas Jan Stieltjes olles
(1856 — 1894) olles &ppinud
ehitus-inseneriks ning
projekteerinud ka mitmeid tuntud
sadamad Rotterdamis sai
hilisemas matemaatiku karjaaris
veelgi tuntumaks oma
matemaatiliste uurimustega.
Terve oma matemaatiku karjaari
suhtles ta vaga tihedalt Charles
Hermite’'ga kelle soovitusel anti
Stieltjesile Leideni Ulikooli
teaduskraadi matemaatikas ja
astronoomias.

Uks probleemidest millega
Stielties tegeles oli ebauhtlase
jaotusega kujundi masskeskme
koordinaatite  leidmine. Nagu

teada, kujundi K masskeskme
koordinaadid saab avaldada
Riemanni integraali kaudu eeldusel, et kujundi K mass on kdikjal Uhtlane.
Samas aga ei pruugi vaadeldava kujundi K mass olla kdikjal Ghtlane ning siis
ei saa Riemanni integraali enam pruukida. Sellele probleemile leidis 1894. a.
lahenduse hollandi matemaatik Thomas Jan Stielties andes Riemanni
integraalile Gldistuse, mis on kirjeldatav kahe funktsiooniga f(x) ja g(x) ning

mis voimaldab kujundi K masskeskme koordinaatide arvutamise suvalise
massijaotuse korral.

2. Abiteoreemid ja —-mdoisted.

2.1.Tokestatud muuduga funktsioonid.

Olgu meil pidev sirgestuv joon AB, mis on antud parameetriliselt
vorranditega
x=p(t), y=y(t) (telap).
Teatavasti on pidev joon sirgestuv parajasti siis, kui tema kddlmurdjoonte
P,PP,...P, _,P, pikkused on tdkestatud, s.o. kui

n-1"n

2 PuP <M, (2.1)
i=1
kus M on mingi konstant. Kui punkt P, vastab parameetri t vaartusele t;, siis

PP = \/[(D(ti) - (o(ti—l)]z + [‘/’ (t,) - l//(ti—l)]z'

Et
|¢ (ti) - ¢ (ti—1)| < PPy, |W(ti)_W(ti—l)| <P.PR,
Siis tingimusest (2.1) saame

Slott) - o) <M, D) -y <M. 22)



Umberpooratult, vBrratustest (2.2) jareldub tingimus (2.1). Tdepoolest, liites
vOrratused (2.2), saame

3 o) - o)+ ) -w(t)|]< 2m.
i=1
Et (U+Vv)®>=u®+v®+2uv, siis u>0, v>0 korral u®+v?<(u+v)?, millest

Vu? +vZ <u+v. Véttes u =|p(t) - ()|, v=|w(t)-w(t_,) vime kirjutada

PP < |(0(ti )— ¢(ti—1)| + |W(ti) - W(ti—l)|’

millest

> PP <2M.

i=1
Seega on pidev joon AB sirgestuv parajasti siis, kui on taidetud tingimused
(2.2).

Definitsioon 1. Kui Idigus[a,b] méaéaratud funktsioong(x) rahuldab
selle 16igu iga alajaotuse
Xo=a<X <X, <o <Xy <b=X,

puhul tingimust
Z‘Q(Xi) - g(xi—l)‘ <M,
i=1

siis Uteldakse, et g(x) on tdkestatud muuduga Iigus [a,b].

See tahendab, et pidev joon AB on sirgestuv parajasti siis, kui
funktsioonid ¢(t) ja w(t) on t8kestatud muuduga I8igus [, 4].

Tokestatud muuduga funktsioonide hulka kuulub iga monotoonne
funktsioon. Kui funktsioon g(x) on naiteks monotoonselt kasvav I8igus [a,b],
siis g(x)-9(x_,) >0 jaseega [g(x)-g(x,)|=9(x)-9(x,). Jarelikult

n n

Dlax) - g(x.)| =D [g(x) - 9(x.)]=g(b) - g(a),

i=1 i=1
ja seega voime votta M = g(b)—g(a). Saab naidata, et funktsioon g(x) on
tOkestatud muuduga parajasti siis, kui g(x) avaldub kahe monotoonselt

kasvava funktsiooni vahena.
Samuti kuulub tékestatud muuduga funktsioonide hulka iga funktsioon
g(x), mis rahuldab nn. Lipshitzi tingimust, s.o. funktsioon g(x), mille puhul

leidub konstant L, nii etiga x ja x' korral I8igus [a,b]

l9(x) - g(x)| < Ljx—x’

Téepoolest, kui g(x) rahuldab Lipshitzi tingimust I8igus [a,b], siis
|9(Xi) - g(xi—1)| < L(X —Xiy) = LAX;,

millest

n n

2.90(6) = g(x)| LY Ax = L(b-a).

i=1 i=1
Seega voime votta M = L(b—a).
Naitame, et funktsioon g(x) rahuldab Lipschitzi tingimust 18igus [a,b],
kui funktsioonil g(x) on olemas tuletis g’(x), mis on Iigus [a,b] tBkestatud,



ehk matemaatiliselt |g'(x)|<L. Lagrange'i keskvaartuse valemi (teoreem 6)
pdhjal vbime kirjutada
9(x)—9(x) = g'(E)(x—x),

kus & paikneb x ja x" vahel. Jarelikult

9(x) —g(x) =g (x X’
Niisiis, iga funktsioon, millel on I8igus [a,b] olemas tdkestatud tuletis, on
tékestatud muuduga 18igus [a,b].
Toon siinkohal valja Matemaatilise anallilisi kursusest teada olevad
teoreemid, mille analoogiaid kasutame ka Stieltjesi integraali teoreemides.

Teoreem 1. PiirvAartus summast on piirvaartuste summa, Kkui
modlemast liidetavast eksisteerib eraldi piirvaartus.

Teoreem 2. (Pidevuse aksioom) lIgal Ulalt tOkestatud reaalarvude
hulgal on olemas ulemine raja. Analoogiliselt, igal alt tokestatud reaalarvude
hulgal on olemas alumine raja.

Teoreem 3. (Cauchy kriteerium) Suurusel y on antud protsessis 16plik
piirvaartus parajasti siis, kui vastavalt igale positiivsele arvule ¢ leidub
niisugune koht x,, parast mida yvonkumine on vaiksem kui . (Siin
moistetaks suuruse y vOnkumise all tema kahe vaartuse absoluutset
erinevust teineteisest |y —y'|.)

Teoreem 4. (Cantori teoreem) Ldigus pidev funktsioon on uhtlaselt
pidev selles Idigus.

Teoreem 5. L&igus [a,b] integreeruvate funktsioonide f,(x) ja f,(x)
korrutis on integreeruv I8igus [a,b].

Teoreem 6. (Lagrange’l keskvaartusteoreem) Kui funktsioon f(x) on
pidev I6igus [a,b] ja diferentseeruv vahemikus (a,b), siis leidub vahemikus
(a,b) vahemalt Gks punkt &, mille puhul

fo)-f@ _ .,
e K G}

Markides b = a+h, saame valemile (2.3) anda kuju
f(a+h)-f(a)= f'(5h.

< L|x—x’|.

3. Stieltjesi integraali moiste ja olemasolu.

Olgu antud funktsioonid f(x) ja g(x) I8igus [a,b], kus a<b. Jaotame
Idigu [a,b] punktidega x, X,, ..., X,, nosaks, kusjuures olgu
Xo=a<X <X, <..<X,y <b=x,. (3.1)
Moodustame nn. Stieltjesi summa

o= 1M,
kus  Ag(x)=9g(x)-g(x_). Olgu Aosaldikude [x_,,x] (i=12,..,n)

maksimaalne pikkus, s.0. 4 = maxAx; .

I<i<n



Definitsioon 2. Piirvaartust Lirrga nimetatakse funktsiooni f(x)

Stieltjesi integraaliks funktsiooni g(x) jargi rajades a-st b-ni ja méargitakse
sumboliga

Lim)a = 'T f (x)dg(x).

Erijuhul g(x) =x+C, kus C on mingi konstant, saame
AQ(%) =9(%) — (X 1) =X — Xy = AX;,
siit seega Stieltjesi summa dhtib funktsiooni f(x) Riemanni summaga.

Tahendab, Riemanni integraal kujutab Stieltjesi integraali erijuhtu, kus
g(x) =x+C.

Jarjestatud suuruse piirvaartuse definitsiooni kohaselt kirjutis
b

| = j f (x)dg(x)

Utleb, et vastavalt igale kindlale positiivsele arvule & leidub niisugune
positiivne arv ¢, et
|5—||<g,

kui A<¢&. Ulemine vorratus peab kehtima IGigu [a,b] kdigi niisuguste
alajaotuste (3.1) puhul, kus 1 <, sbltumata jaotuspunktidest x; ja punkti &
valikust osaldigus [xifl,xi] (i=12,...,n). Teiste sbnadega, vahe o—-1 on
Idpmata vaike suurus protsessis 4 — 0, sdltumata jaotuspunktidest x; ja
punkti & valikust osaligus [x, ,,x;].

Kuna Stieltjesi integraal kujutab Stieltjesi summa piirvaartust, saab
elementaarselt naidata moned Stieltjesi integraali omadused:

D [IR0+ 1,09B900 =lim S [£,x)+ £, () hg(x) =

Teoreeml

= le)[zn: f, (%)Ag(x;) + Zn: f, (x)Ag(x; )} =

= I;ggi fL(%)Ag (%) + Ligan] f,(x)AQ(x;) = j f,(x)dg (x) +f f,(x)dg (x).
2) Analo_ogiliselt saadakse, _et a a

[ £00d[9,00+9,0]= [ £ (x)dg, (x) + | f()dg, (x)
3 fef (0dg00 = tim 37 of (4 )ag(x) = lime3” 1 (x)Ag(x,) =

n b
= cle; f(x,)Ag(x;) = c! f (x)dg(x).
Kus ¢ on suvaline konstant

4) [ 1()d[eg()]=c] f (x)dg(x).



Siinjuures paremal olevate integraalide olemasolust jareldub vasakul seisvate
integraalide olemasolu. Kasutades omadusi 3 ja 4 juhul ¢ = -1, saab kergesti
naidata, et omadused 1 ja 2 kehtivad ka siis, kui mérk “pluss” asendada
margiga “miinus”.

Tekib kisimus, missugusel tingimusel on funktsioonil f(x) olemas
Stieltjesi integraal funktsiooni g(x) jargi. Osutub, et taiesti analoogiliselt

Riemanni integraali juhuga saab anda tarviliku ja piisava tingimuse Stieltjesi
integraali olemasoluks, kui eeldada, et funktsioon g(x) monotoonselt kasvab

IBigus [a,b]. Nimelt sel korral g(x)>0 ja Riemanni integraali puhul kasutud
mottekaigud on kergesti Ulekantavad Stieltjesi integraalile.

Kdige pealt saab monotoonselt kasvava g(x) korral ndidata, et Stieltjesi
integraali olemasoluks on tarvilik funktsiooni f(x) tokestatus Idigus [a,b].
Tdepoolest, kui integreeruv funktsioon f(x) poleks tdkestatud I8igus [a,b],
siis peaks I6igu [a,b] iga alajaotuse puhul leiduma osaldik [x, x|, kus
f (x) ei ole tOkestatud. Fikseerime Ulejadnud osalbGikudes & vaartused, jattes
&, esialgu lahtiseks, ja valime suvalise positiivse arvu M . Et

o= F(E)A006)+ 3 F(£)Ag(x,),

i=1,i=k

siis
|O-|2|f(§k)|Ag(Xk)_m’
kus m= Zf(ﬁi)Ag(xi) ei sOltu vaartusest ¢&,. Valides ¢&, nii, et
i=Li=k
1f(&)|> A( ) , saame

lo|>M +m-m=M.

Seega on suurus o tbkestamata protsessis 4 — 0, mistottu tal ei saa olla
piirvaartust selles protsessis. Tekkinud vastuolu naitab, et f(x) peab olema
tékestatud 18igus [a,b].

Tokestatud funktsioonil on aga pidevuse aksioomi pdhjal (teoreem 2)
igas osaldigus [x,_,,x,] olemas ulemine raja M, ja alumine raja m,.
Analoogiliselt Darboux’ summadega toome sisse vastavalt igale alajaotusele
(3.1) summad

S = _Zn:MiAg(Xi)’ S= Zn:miAg(Xi)-

Neil summadel, nagu Darboux’ summadelgi, on kaks jargmist omadust:
1) Alajaotuse peenendamisel uute jaotuspunktide juurdevdtmise teel ei
saa Ulemsumma S kasvada ega alamsumma s kahaneda.
2) Ukski alamsumma ei ole suurem (hestki tlemsummast.
Kasutades Cauchy kriteeriumi, saab Stieltjesi integraali olemasoluks anda
jargmise tarviliku ja piisava tingimuse.



Teoreem 3.1. Funktsioonil f(x) on olemas Stieltjesi integraal
monotoonselt kasvava funktsiooni g(x) jargi parajasti siis, kui
Lirrg(S—s)zo.

Siin
S-s= Za)iAg(Xi)a
i1

kus =M, -m, kujutab funktsiooni f(x) v&nkumist I8igus [x._,x].

Jargnevalt huvitab meid funktsioonide f(x) ja g(x) konkreetsed klassid, mille
puhul on teoreemi 3.1 tingimus rahuldatud.

b
Teoreem 3.2. Stieltjesi integraal If(x)dg(x) on olemas, kui f(x) on

pidev ja g(x) tékestatud muuduga I8igus [a,b].
Tdestus. Et saaks rakendada teoreemi 3.1, oletame kdige pealt, et
g(x) on monotoonselt kasvav 10igus [a,b]. Kasutades Cantori teoreemi
Uhtlasest pidevusest, maarame vastavalt suvalisele positiivsele arvule ¢ arvu

o nii, et
&

0, < ————.

g(b)-g(a)

Kui 18igu [a,b] alajaotuse 3.1 korral 4 < §, siis

S s f N adlx) e — 5 Talb)— i
S<g(b)—g(a); g(x') g(b)—g(a)[g() g(a)] &

mis Utleb, et Iﬂing(S—s)=0. Teoreemi 3.1 pdhjal on siis Stieltjesi integraal

olemas j' f(x)dg(x) .

Juhul, kui g(x) ei ole monotoonselt kasvav, siis g(x) kui tdkestatud
muuduga funktsioon avaldub kahe monotoonselt kasvava funktsiooni g,(x) ja
g,(x) vahena, g(x)=9,(x)-9,(x). Eelnenu pdhjal on olemas Stieltjesi
integraalid

[ £00dg, (), [ f(x)dg, (%)
ja siis ka integraal
[ £00dg(x) =[ £ ()dg, (x) - [ £ (x)dg, (x).

Sellega on teoreem 3.2 téestatud.
Kui funktsioon f(x) pole pidev Idigus [a,b], on aga integreeruv

b
Riemanni mottes, siis Stieltjesi integraali jf(x)dg(x) olemasoluks tuleb

a

funktsiooni g(x) kohta eeldada enam kui teoreemis 3.2.



b
Teoreem 3.3 Stieltjesi integraal If(x)dg(x) on olemas, kui f(x) on

integreeruv Riemanni mottes ja g(x) rahuldab Lipschitzi tingimust.

TOestus. Oletame kdigepealt, et Lipschitzi tingimust rahuldav
funktsioon g(x) on monotoonselt kasvav. Et

Ag(x;) < LAX;,
siis
S—-s< LZa)iAXi.

i=1

n
Funktsiooni f(x) integreeruvuse téttu Ilirr(}Za)iAxi =0 ja siis ka Iﬂing(S -s)=0.
— i1 —

b
Teoreemi 3.1 pdhjal on siis Stieltjesi integraal J. f (x)dg(x) olemas.

Juhul, kui g(x) ei ole monotoonselt kasvav, siis kirjutame
g(x) = Lx=[Lx=g ()] = g,(x) - g, (x),
kus
9,(¥) = Lx, g,(x) = Lx—g(x).
Siin g,(x) on monotoonselt kasvav ja rahuldab Lipschitzi tingimust [8igul
[a,b]. Sama v&ib telda ka funktsiooni g, (x) kohta. Téepoolest x < x' korral
g, (x) = g, (x) = LX' = g(x') - [Lx = g ()] = L(x' = x) - [g(x) - g (x)].
Kus siis
[9(x) = g(X)| < Ljx=x]
Ja seega uhelt poolt g,(x)—g,(x") <0 teiselt poolt aga
19, () = 9, (X)| < Lx = x| +]g(x) = g (X')| < L|x = x| + L|x = x| = 2L|x = X
Jarelikult g,(x)-g,(x)>0, seega g,(x) monotoonselt kasvab. Eelnenu
pdhjal on olemas Stieltjesi integraalid

[ £00dg, (), [ f(x)dg, (%)

ning siis ka integraal
[ £00dg () =] £ (x)dg, (x) - [ f (x)dg, ().

Olgu antud naiteks funktsioonid
_1’ <x<
F(x) = { 0<x<1

1, 1<x<2

0, 0<x<1

X) = .
9() {1, 1<x<2

Siin integraalid

[ £00dg(), [ f(x)dg(x)



kindlasti eksisteerivad, sest esimesel juhul f(x) on pidev ja g(x) Kkui
monotoonne funktsioon tékestatud muuduga I8igus [0,1] (teoreem 3.1), teisel
juhul f(x) kui monotoonne funktsioon integreeruv Riemanni mottes, g(x) aga
rahuldab Lipschitzi tingimust 18igus [1,2] (teoreem 3.2). Siinjuures Riemanni

integraal eksisteerib, kuid Stieltjesi integraal ei eksisteeri
2

[ (9dg(x)

0
P&hjenduseks jaotame I8igu [0,2] n osaks nii, et punkt 1 ei oleks jaotuspunk.

Siis punkt 1 tuleb mingisse osaldiku [x,_,,x, ] nii et x,_, <1< x,. Moodustame
Stieltjesi summa

o= Y 1(6)Ag(x).

Kui siin i =k, siis Ag(x;) =9(x;)—9(x,,) =0 ja seega

o = f(£)Ag(x) = F(EIla04) - 9(x)]= F(£IA-0) = F(&,).
Jarelikult, kui &, <1, siis o =-1, kui aga &, >1, siis o =1, mistottu piirvaartus
llirrga ei saa eksisteerida.

Seega ei tarvitse Stieltjesi integraali olemasolust I8ikudes [a,c] ja [c,b]
(a<c<b) jarelduda integraali olemasolu kogu ldigus [a,b]. Kill aga kehtib
Stieltjesi integraali puhul valem

[ £09dg(x) =[ f()dg(x) + [ T (x)dg(x),

kui vasakul olev integraal eksisteerib.

4 .Stieltjesi integraali arvutamine.

Vaatleme praktikas kahte kdige sagedamini esinevat Stieltjesi
integraali erijuhtu.

Teoreem 4.1. Kui funktsioon f(x) on Riemanni mdttes integreeruv
I6igus [a,b], funktsioonil g(x) aga on olemas Riemanni mottes integreeruv
tuletis g'(x), siis

b

b
[ £09dg(x) = [ ()9 ()dx, (4.1)
kus paremal on Riemanni integraal.

Tdestus. Et g'(x) kui Riemanni mdttes integreeruv funktsioon on

tbkestatud, siis g(x) rahuldab Lipschitzi tingimust, ja teoreemi 3.3 pd&hjal
b

Stieltjesi integraal jf(x)dg(x) eksisteerib, sest kahe Riemanni mottes

integreeruva funktsiooni korrutis on integreeruv Riemanni mottes (Teoreem

2.5). Jaab tbestada nende integraalide vordsus.

Jaotame Iigu [a,b] punktidega
Xo=a<X <X, << Xy <b=X,

10



n osaks ja margime osal6ikude maksimaalse pikkuse tahega A. Rakendades
vahele Ag(x;)=09(x;)—a(x,,) Lagrange’i keskvaartusvalemit (teoreem 6),
saame

Ag(x) = g'(&)Ax;,
kus x,, <& <x;. Maarates sel viisil punktid &, moodustame valemi (4.1)
vasakul pool oleva integraali jaoks Stieltjesi summa

o= HE)AG(X) = X T(E)9'(E)Ax.

Siin teine summa aga kujutab funktsiooni f(x)g'(x) Riemanni summat.
Minnes viimases vorduses Ule piirprotsessile 4 — 0, saamegi valemi (4.1).

Olgu Isigus [a,b] antud funktsioonid f(x) ja g(x), millest esimene on
pidev otspunktides a ja b, teine aga konstantne vahemikus (a,b), omades
otspunktides a ja b mistahes vaartusi g(a) ja g(b). Vaatleme Stieltjesi
integraali

f f()dg(x) = limo.
Seose Ag(x)=0 (L<i<n) tc“)tatu
o= zf@ )AG(X) = F(£)Ag(x) + F(£)Ag(x,) =
= f(fl)[g(xl) g@]+ F (&)l b) -9 (x,)]-

Minnes le piirile protsessis 4 — 0, saame

[ 100dg(x) = f(@)[a(a+) - g(@)]+ f B)g(b) - g(b-)], (4.2)

a

kus funktsiooni g(x) konstantsuse tottu g(a+) = g(b-).

Teoreem 4.2. Kui funktsioon f(x) on pidev I8igus [a,b], funktsioon
g(x) aga konstantne igas osavahemikus (a,c,), (c,,c,), ... (c,,b), kus
a<c, <¢C,<..<c, <b, siis

ff(x)dg(x): f(a)[g(a+)—g(a)]+i fe)laten)-ge)]+
+ f(0)[g(0) - g(b-)]. (4.3)
Tdestus. Et g(x) on tdkestatud muuduga, siis teoreemi 3.3 pdhjal on
olemas integraal j' f (x)dg(x), seetdttu vdime kirjutada
m+l i

j f(9dg() =" | 1(0dg(x).

_1 C a
kus c, =a, c,,, =b. Valemit (4.2) rakendades, saame

m+1

j f (x)dg(x) = 2 fe)late D -gle)]+ fenlae) -]

11



Kirjutades paremal seisva summa Uksikasjalikult vélja, saame parast sarnaste
likmete taandamist valemi (4.3).

Teoreem 4.3. Stieltjesi integraali puhul kehtib valem
b

[ 109dg(x) = F()g()] ~[g(xdf (x),

(Stieltjesi integraali jaoks ositi integreerimise valem)
kusjuures uhe integraali olemasolust jareldub teise integraali olemasolu.

b
Tdestus. Oletame, et eksisteerib integraal jg(x)df (x). Jaotame 18igu

[a,b] n osaks punktidega
Xo=a<X <X, <..< Xy <b=X,
ja valime igas osaldigus [, ,,x, ] punkti &, kusjuures vétame &, =b. Méarkides

b
veel &£, =a, moodustame integraali If(x)dg(x) jaoks Stieltjesi summa

o= F(E)AI() =3 HE)T0) -3 HE)a(x0) =

= Z f(&i)a(xiy) - Z f(&)a(xiy) =
= —ig(xi_l)[f(fi)— G+ f(E)a0) - f(&)g() =

=Yg E) - TED]+ 9O () - 9@ T (&)
ehk '
o = f(09(0] -2 9(x.)AF (). (4.4)

Et x,, € [§H,§i], valemis (4.4) paremal pool olev summa kujutab funktsiooni
g(x) Stieltjesi summat funktsiooni f(x) jargi, kui I8iku [a,b] vaatleme
jaotatuna n osaks punktidega

§o=8<§ < << <b=¢.
Olgu A =maxAx;,, u=maxA¢,. Pole raske ndha, et ©<21. Seega, kui

1<i<n 1<i<n

A —0, siis ka 41— 0 ja seosest (4.4) jareldub valem (4.3), kui eeldada, et
b
integraal jg(x)df (x) eksisteerib.

Tuletame I6puks Stieltjesi integraali jaoks tUhe vérratuse, mis on kasulik
nii teoreetilistes uurimistes kui ligikaudsetes arvutustes.

Teoreem 4.4 Kui funktsioon f(x) on pidev ja g(x) tokestatud
muuduga I8igus [a,b], siis kehtib vérratus

[ £00dg(x)

<M \[/a})ﬁg , (4.5)

kus
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a<x<b

M = max|f (x)|, varg = supiznl]Ag(xi ).
Toestus. Stieltjesi integraali definitsiooni kohaselt
j. f()dg(x) =limo,
kus a
o= HE)Ag(x,).
Et -
of < 20116 )Jag0x)] <MY JAg(s)| < M yarg,

siis, Ule minnes piirile protsessis 4 — 0, saamegi siit vOrratuse (4.5).
Suurust varg nimetatakse funkisiooni g(x) taismuuduks I8igus [a,b].
a,

Funktsioon g(x) on tdkestatud muuduga I8igus [a,b] parajasti siis, kui
Y%ﬁg on I6plik.

5. Naited ning praktilised votted Stieltjesi integraali
arvutamiseks

Kahjuks ei jdudnud naiteid ning praktilist rakendust tuua, kuna Ullatuslikult oli
TTU raamatukogu kinni 10.dets.2007. Naited ning praktilise rakenduse toon
jargmiseks seminariks.
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